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RESUMO 
Pretende-se nesta tese, discutir o problema da fra 
tura em materiais frâgeis e obter os fatores de intensidade de 
tensões através do método dos elementos finitos - modelo híbrido 
de deslocamentos. 
Inicialmente sao apresentados conceitos fundamen -
tais e teorias da Mecânica da Fratura. 
Em seguida é estudado o funcional híbrido, no qual 
os deslocamentos são assumidos independentemente, no interior e 
no contorno dos elementos. 
São desenvolvidos dois elementos - um regular, ou-
tro singular - adequados â discretização de domínios planos con -
tendo fissuras retilíneas. 
Finalmente sao apresentadas explicitamente, as ma-
trizes auxiliares na montagem do sistema de equações lineares ob-
tido via extremização do funcional híbrido. 
iv 
ABSTRACT 
In this work the problem of brittle fracture is 
discussed, attempting to obtain the stress intensity factors. In 
doing soa hybrid displacement finite element model is used. 
The fundamental concepts and theories of Fracture 
Mechanics are presented, firstly. Then, a hybrid functional, in 
which the displacements in the interior and on the boundary of 
the elements are assumed independently, is studied. 
Two different elements - a regular anda singular 
one - that can be used to the discretization of plain 
containing rectilinear cracks, are developed. 
domains 
Finally, the matrices employed in the assembling 
of the linear system of equations, obtained from the stationary 
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Somente os simbolos que aparecem com frequência e 
têm sempre o mesmo significado, constam desta lista. Os outros 
sao definidos no local, podendo ter significados diferentes, de 
um lugar para outro. 
Xi 
r; 0 ou t,, 
s 









Fk . = -a -,1 Xi 
coordenadas cartesianas ortogonais ( i = 1 a 3) 
coordenadas polares 
coordenada de 1 i n ha 
componentes do tensor das tensões (i ,j=l a 3) 
componentes do tensor das deformações ( i 'j = 1 a 3) 
deslocamentos nas respectivas direções xi (i=l a 3) 
componentes da matriz que relaciona tensões com de-
formações no regime elástico (i ,j ,k,l = 1 a 3) 
mõdulo de Young 
coeficiente de Poisson 
mõdulo de elasticidade transversal; G=E/2(l+v) 
numero complexo; z = x1 + ix 2 
-numero complexo conjugado dez; z = x1 - ix 2 
parte real da função a variável complexa f(z) 
parte imaginária de f(z) 
a2 F 
,,--_,,._k_, e assim por diante. ax.ax. , J 
Matrizes sao representadas por letras maiúsculas 
e vetores por letras minúsculas, com um tíl embaixo; - -a exceçao 
dos vetores: ~ (forças de massa) e T (tensões prescritas no con 
torno). 
INTRODUÇAO 
A despeito de ter aparecido no começo do seculo, 
a Mecânica da Fratura trata de assuntos que jã preocupavam o 
Homem pré-histõrico (mais precisamente, o da Idade da pedra las 
cada). 
O fato é que, mesmo o trabalho pioneiro de Grif 
fith (em torno de 1920) foi esquecido, até ser ressuscitado 
com grande fo~ça em plena Segunda Guerra Mundial. Nessa epoca 
ocorreram sérios acidentes em navios de guerra e grandes cascas 
metãlicas, que se "desintegravam" sem causa explicãvel ã luz 
das teorias correntes da Mecânica. 
Dai em diante as pesquisas começaram com grande 
intensidade, abrangendo muitas direções, dificultando uma vi-
são unificada da Mecânica da Fratura. Muito do que estã sendo 
feito é ainda em carãter exploratõrio, particularmente no campo 
da Metalurgia. 
O fenõmeno da fissuração é bastante complexo.pra 
ticamente irreproduzivel em duas peças de mesmas dimensões, sob 
as mesmas solicitações. 
X 
No âmbito da avaliação quantitativa, cuja base e 
a formulação de modelos matemãticos do fenômeno, as dificulda -
des são tantas que sõ configurações bem regulares de fissuras, 
em meios infinitos, podem ser tratadas exatamente. 
Não se pretende neste trabalho solucionar um 
problema que nem bem colocado está ainda, mas contribuir para 
seu esclarecimento, analisando-o por um mitodo aproximado, de 
grande utilidade quando a solução exata i dificil de ser obtida. 
Inicialmente apresenta-se um capitulo destinado 
a fornecer o suporte conceitua] da Mecânica da Fratura. São 
apresentadas as teorias mais significativa~ e obtidas formal -
mente atravis do uso de funções a variável complexa, as distri-
buições de tensões e deslocamentos em torno da extremidade de 
fissura retilinea no plano. 
No segundo capitulo analisa-se um funcional hi -
brida desenvolvido por Atluri, no qual os deslocamentos são re-
laxados no contorno dos elementos finitos do dominio discretiza 
do. 
No terceiro capitulo apresentam-se dois modelos 
de elementos finitos hibridos planos: um singular, colocado na 
vizinhança de extremidades de fissuras. E outro regular, com 
pletando o restante do dominio. 
Ai e tambem discutida a questão das funções de in 
terpolação, mostrando-se como são introduzidas as incógnitas adi 
cionais, os fatores de intensidade de tensões, cuja obtenção e o 
objetivo principal. 
Em Apêndice, é mostrada a maneira de introzudir 
no funcional as parcelas correspondentes a deslocamentos rigidos 
no interior dos elementos, antes excluidas por conveniência. 
Vale observar que o método desenvolvido pode ser 
aplicado a problemas variados de singularidades ou concentração 
de tensões, desde que se conheça "a priori", a natureza da sing~ 
laridade da solução em casos mais simples. 
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CAPÍTULO I 
FUNDAMENTOS DA MECÃNICA DA FRATURA 
-I.l - Origem e Finalidade 
A preocupaçao central da Mecânica da Fratura e a 
previsão do comportamento dos materiais, considerando a presença 
de vazios, impurezas na microestrutura, inclusões, fissuras etc. 
De origem recente e com grande campo de aplicação, 
a Mecânica da Fratura se desenvolve em vãrias direções, tendo to-
das como referência bãsica o trabalho de A. A. GRIFFITH [3], pu-
blicado em 1920, no qual é proposto um critério de estabilidade 
de fratura, vilido para materiais ditos frãgeis, isto é, ma te-
riais que se rompem sem que haja escoamento. O critério e estabe 
lecido para o problema de placa plana infinita com uma fissura re 
tilTnea, submetida a tração ionstante ·no infinito. 
O material usado nas pesquisas experimentais de 
Griffith foi o vidro, que é um material essencialmente frãgil, a-
presentando plastificação mTnima na extremidade da fissura. Mais 
tarde foi feita a extensão -para materiais apresentando plastific! 
ção na extremidade da fissura, independentemente por OROWAN [ 5] 
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em 1955 e IRWIN [6] em 1957, ambos baseados em evidências experi-
mentais. 
Entre 1959 e 1961, BARENBLATT [12, 13, 14] aprese!!_ 
tou um principio geral (vãlido para uma serie de fenômenos no ca~ 
poda Mecãnica do Continuo), acompanhado da particularização para 
o caso de fratura em materiais frãgeis. O principio baseia-se na 
formulação de hipóteses físicas, fundadas em observações experi -
mentais, que conduzem a garantia da unicidade da solução de pro -
blemas dependentes de parâmetros. No caso da Mecânica da Fratura 
a busca de tais hipÔteses físicas tem a finalidade de assegurar a 
finitude das tensões nas extremidades das fissuras. 
Muito importante nos trabalhos de Barenblatt ê a 
formulação variacional dos problemas de fratura. O funcional ob-
tido engloba parâmetros característicos das fissuras, alem de. ten 
soes e/ou deslocamentos; e atraves de um principio de extremo de 
terminam-se os comprimentos das fissuras em "equilíbrio" com as 
condições de contorno externas. A obtenção do funcional envolve 
dificuldades matemãticas quando o sólido não e infinito e as fis-
suras apresentam distribuições pouco regulares. 
Paralelamente ao desenvolvimento teórico, tem-se 
procurado descobrir parâmetros que caracterizem mecanicamente ma-
teriais fissurados. Atualmente os mais usados são os fatores de 
intensidade de tensões (stress intensity factors), introduzidos 
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por Irwin para o caso de estados planos (Seção I.4). A comparaçao 
entre os valores criticos destes fatores, obtidos experimentalmen-
te, com valores obtidos teoricamente, fornecem bom critério de pr~ 
jeto. 
A confiança nos resultados experimentais ainda nao 
ê grande, porque os valores criticos determinados nos ensaios so-
frem influência da escala e geometria da peça, da distribuição das 
cargas, da forma e dimensão da fissura imposta, das condições am-
bientais etc. A justificativa para seu largo uso está em caracte-
rizarem bem a singularidade de tensões nas extremidades das fissu-
ras, em regime elástico. 
O objetivo deste trabalho é determinar os fatores 
de intensidade de tensões através de um método numérico. Este ca-
pitulo cumpre a finalidade de mostrar sumariamente a evolução da 
Mecânica da Fratura (Seções I.2 e I.3); conceituar os fatores de 
intensidade de tensões (Seção I.4); e examinar as formas das fun-
ções que determinam tensões e deslocamentos, na vizinhança da ex-
tremidade de uma fissura (Seção I.5); a fim de incorporar partes 
singulares de tais funções, nas funções de interpolação do Método 
dos Elementos Finitos aplicado ã fratura de materiais frágeis. 
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I.2 - Teoria de Griffith 
O trabalho original de GRIFFITH [3] estã baseado 
na solução obtida por INGLIS [~, para o problema de uma placa 
plana infinita, em estado plano de tensão ou de deformação, con 
tendo um furo elíptico, e sob as condições: 
_. T 0 1 2 _. O' 
quando v'x 2 + x2 _."' 1 2 e ( I. 1 ) 
0 22 = 0 12 = O, para -e< x1 < e 
onde Te um valor constante de tensão. O eixo maior do furo e-
líptico estã sobre o eixo x1 , e o eixo menor sobre x2 . e e o 
semi-comprimento do eixo maior do furo, que se degenera em com-
primento da fissura quando o eixo menor tende a zero. 
Griffith obteve o incremento da energia de defor 
maçao para uma placa plana sujeita a tensões no infinito, quan-
do um acrêscimo ê dado no comprimento de uma fissura retilínea 
contida na placa. Mostrou que tal incremento ê positivo quando 
sao prescritas tensões no contorno. No caso de serem preseis -
tos deslocamentos, a expressão do incremento e a mesma, porem 
negativa. Mais tarde descobriu um equivoco em suas considera -
ções, e apresentou novas expressoes para o incremento da ener 
gia de deformação, sem mostrar, porêm, a maneira como chegou 
aos novos resultados [23]. No entanto provou que, se as condi 
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çoes (I.l) fossem alteradas para cr 11 ~ O (quando lxj + x~ ~ ®l, 
mantidas as demais, não haveria acréscimo na energia de deforma-
çao. 
Usando estes resultados, estabeleceu um critério 
de estabilidade que fornece o valor critico do comprimento da 
fissura para dado valor de tração T no infinito, ou vice-versa, 
o valor crítico de T para dado comprimento de fissura 2c. 
A fim de estabelecer tal critério, introduziu a 
noçao de "energia superficial" y, por unidade de comprimento da 
fissura, e usou o princípio da conservação de energia como se-
gue: 
éiU - éiW = O ( I. 2) 
onde éiU é a diferença: entre as energias de deformação da placa 
com fissura 2c, e com fissura 2c + 2ôc. ôW é a energia dissip! 
da nas superfícies da fissura, quando estas variam de 2c para 
2c + 2éic. Em termos da "energia superficial" y, ôW ê dado por: 
ôW = 4yéic 
em que y é caracteristico de cada material. 
Sendo U e W, funções 
2) pode ser colocado na forma: 
au - = 4y ac 
de ~. o critério (I. 
( I. 3) 
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Embora seja esta, a idéia que abriu o caminho da 
Mecânica da Fratura, e que ainda hoje muito lhe auxilia, aprese~ 
ta limitações de ordem prãtica, devido ã dificuldade de obten -
ção de oU. Outra crítica estã ligada ã passagem ao limite, que 
conduz ã simulação da fissura a partir da degeneração de um furo 
elíptico: nas extremidades do eixo maior do furo, as 
cr 22 sao máximas, e dadas por: 
(cr ) 2T (c/p) 112 22 mãx = 
onde p e o raio de curvatura nas extremidades do eixo 
[22]. Quando a elipse se degenera na fissura, p .. O e 
tensões 
( I. 4) 
maior 
então 
cr 22 .. 
00 ; o que não ê coerente com a hipótese de manutenção do re 
gime elãstico durante o processo de fissuração (hipótese implíci 
ta na determinação de ôU). 
I.3 - Teoria de Barenblatt 
A teoria de Griffith fornece tensões infinitas 
nas extremidades da fissura, como foi visto hã pouco. Mas o 
pressuposto de que o regime elástico se mantêm ê falso, e isto e 
evidenciado pela 
frãgeis. 
experiência, mesmo para os materiais mais 
Barenblatt procurou contornar o problema teórico 
das tensões infinitas nas extremidades da fissura, seguindo a 
sequência aqui esboçada, contida bem amplamente em seus traba-
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lhos [12] e [13]. 
Supôs uma fissura com faces simêtricas em relação 
a dado plano, num meio elâstico linear tridimensional e infinito, 
carregado simetricamente em relação aquele plano. Na fissura, 
duas regiões foram consideradas: 1) região interna, com uma sub-
região carregada e outra livre; 2) região das extremidades, onde 
surgem forças coesivas decorrentes da aproximação entre as faces 
opostas. 
Formulou 3 hipóteses coerentes com a experiência , 
que corresponderiam ãs exigências de finitude das tensões e de 
simplificação matemãtica na resolução do problema. 
A finitude das tensões nas extremidades e garanti-
da pela hipótese: 
a) as faces de uma fissura sobrepoem-se nos extre-
mos, sem descontinuidade angular, isto ê, os planos tangentes as 
faces superior e inferior nesses pontos, são coincidentes. 
As outras duas hipóteses introduzem simplificações 
matemãticas, e possibilitam a definição de uma constante do mate 
rial denominada módulo de coesão, que cumpre papel anâlogo ao da 
energia superficial especifica y, da teoria de Griffith; 
b) a extensão das zonas extremas onde atuam forças 
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coesivas, e pequena em relação ao diâmetro da fissura; 
c) o campo de deslocamentos no entorno das extremi 
dades nao depende da carga mas, do material, da temperatura e das 
condições ambientais em geral. 
Posteriormente procurou obter um principio geral 
baseado na ideia de finitude de parâmetros, vãlido para grande 
variedade de problemas da Mecânica. Por este caminho concluiu 
por exemplo, que a hipótese (a) decorreria do fato de serem vâli-
dos o principio dos trabalhos virtuais e o teorema de Clapeyron, 
na Elasticidade Linear. Assim, instituiu um funcional, no qual 
aparecem parâmetros caracteristicos das fissuras, cuja minimiza -
ção equivale a um criterio de estabilidade de fissuras. 
I.4 - Modelos Planos com Fissura Retilinea 
Na Mecânica da Fratura sao usados 3 modelos bâsi -
cos, idealizados por Irwin, evidenciando o tipo de solicitação ex 
terna. Estes modelos admitem implicitamente, singularidades no 
campo das tensões, decorrentes das descontinuidades assumidas pa-
ra os deslocamentos. 
São os seguintes (vide figura I.l): 
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ABERTURA DESLIZAMENTO RASGAMENTO 
Fig. I.l - Modelos de Irwin 
l. Modelo de Abertura - A fissura tende a se abrir simetricamen-
te em relação ã linha onde se situa. 
2. Modelo de Deslizamento - as duas faces da fissura tendem 
deslizar, uma sobre a outra, em direções opostas mas, sem 
rem do plano. 
a 
... sa 1 -
3. Modelo de Rasgamento - as duas faces tendem a sair lateralmen 
te, para fora do plano. 
A cada um dos modelos, Irwin associou um fator de 
intensidade de tensões. Relacionados com a energia dissipada no 
crescimento da fissura, e derivados do conhecimento da ordem de 
singularidade das tensões, na vizinhança da extremidade das fis 
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suras, sao assim definidos: 
K1 = lirn (modo de abertura) 
(x 1 estã indicado na figura I.l) 
K1, K11 e K111 servem para caracterizar o estado de 
tensões na vizinhança da extremidade da fissura no plano. Os valo 
res críticos Kic' Krrc e KIIIc correspondem ao estado em que ocor-
re brusco crescimento da fissura. 
A determinação experimental desses valores críticos 
pode ser feita por ensaios destrutivos. A segurança da peça fiss~ 
rada serã tanto maior quanto menores forem K1 , K11 e K111 compara-
dos respectivamente com Krc• Krrc e KIIIc" 
Estudando os rnodel os IRWIN, SIH e PARIS [20] obtiv~ 
ramas tensões e deslocamentos, para o caso de placa infinita con-
tendo urna fissura retilínea. As partes singulares destas soluções 
















cos(0/2) [c-1+2sen 2 (0/2)] 
sen(0/2) [c+l-2cos 2 (0/2)] 
-sen(0/2) [2+cos (0/2)cos(30/2)] 
sen(0/2)cos(0/2)cos(30/2) 




( I. 5) 
( I. 6) 
( I. 7) 
= ~ (;lr) 1/2 ( I.8) 







(211r) 112 cos (0/2) 
( I. 9) 
Deslocamentos: 
2KIII 1/2 u3 = G (;11 ) sen(e/2) (I. 10) 
onde: 
c = 3-4v no caso de estado plano de deformação 
c = (3-v)/(l+v) no caso de estado plano de tensão 
I.5 - Formas dos Campos de Tensões e Deslocamentos na Vizinhança 
de Extremidade de Fissura Retilínea 
A resolução de problemas da Elasticidade Plana 
por meio de funções de variável complexa, baseia-se na existên-
cia de 2 funções analíticas (potenciais complexos), atravês das 
quais as tensões e deslocamentos no domínio podem ser obtidas a 
partir dos valores prescritos no contorno. 
Quando no plano hã uma fissura, as faces sao con-
sideradas partes do contorno. No caso de ser retilínea, fica a 
fissura assimilada no modelo matemãtico plano do problema, a um 
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corte, onde os deslocamentos sofrem descontinuidade e as tensões 
são prescritas. 
A figura 1.2 esquematiza a idealização da fissura 
cujas faces, superior (0=+n) e inferior (0=-n) estão livres de 




Fig. 1.2 - Modelo Matemãtico Plano 
Os pontos do corte AB sao indicados pela coorden! 
da real t, negativa por corr~sponder a valores negativos de xl. 
A questão chave e a obtenção dos potenciais com -
plexos, considerando a presença do "corte matemãtico" AB, da fig. 
I. 2. 
De acordo com a teoria desenvolvida por 
L1SH1V1Ll em [1]: 
MUSKHE-
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o 2 2 - i o l 2 = ~· ( z ) + íl 
1 
( z } + ( z -z) ~li ( z} ( I. 11 ) 
onde d = dz" (I.12) íl(z) = z \jl'(z) + ij,(z), sendo(.)' 
~(z), ij,(z) sao funções analíticas denominadas po-
tenciais complexos, no plano z. 
Como ~(z) e ij,(z) sao analíticas, n(z) de (1.12), 
tambêm e analítica. 
A condição de anulação das tensões 0 22 e 0 12 na 
fissura, levada em (I.11), conduz a: 
'jl' (t)+ + íl' (t)- = o 
~· ( t ) + íl I ( t ) + : o 
Subtraindo (1.13b) de (I.13a), obtem-se: 




Os sinais (+) e (-) caracterizam os limites das 
funções analíticas quando a aproximação ao "corte" ocorre.a par-
tir de x2 > O e x2 < O, respectivamente. 
A igualdade (1.14) mostra que em toda vizinhança 
V (incluindo pontos de AB) da fig. I.2, vale a relação: 




onde g(z) e analitica arbitrária em V. 
Somando (1.13a) a (1.13b), obtem-se a denominada 
equaçao de Hilbert: 
[~· (t) + l'i' (t)]+ + [~· (t) + íl' (t)]- = O (1.16) 
(observe-se que f'(z) + íl(z) 
(t-1/2)+ + (t-1/2)- = O). 
-1/2 - - . = z e uma soluçao de I.16,pois 
Segundo MUSHELISHIVILI [19], a solução de (1.16), 
para o caso presente, onde e imposta a condição de descontinuida 
de finita dos deslocamentos, tem a seguinte forma: 
\.D'(z) + íl'(z) = 2z- 112 f(z) (1.17) 
' 
(A notação íl(z) representa o conjugado de n(z), isto e, l'i(z) = 
n(z). f(z) e analitica no plano z). 
Usando (1.12), (1.15) e (1.17), obtem-se ~'(z) e 
~'(z) em termos das funções analiticas f(z) e g(z). Com isso en 
contram-se os potenciais complexos ~(z) e ~(z) que, substitui -
dos nas combinações fundamentais de tensões e deslocamentos, ob-
tidas por MUSKHELISHIVILI [1], resolvem formalmente, o problema 
fornecendo tensões e deslocamentos: 
[ - 1 / 2 -;:;,.;, ] cr 11 + cr 22 = 4Re z f(z) + g 1 z 1 (1.18a) 
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cr 22 - cr 11 + 2icr12 = -4iz-
112rm[f(z)] - 4Re[g{z)]-
- 4 i X 2 h- [z - l / 2 f ( Z ) + g ( Z )] ( l. 1 8 b ) 
e G{u' 1 + iu 2) = ~:f f [z-l/ 2f(z) + g(z)]dz -
- 2x1[z- 112 + g(z)] - f- 112f(z) - g(z~dz + 
+ F1(z) + F2(z) (I.18c) 
onde F1 (z) e F2(z) sao funções analíticas arbitrárias. 
2v/(1-2v) para estado plano de deformação 
K = 
2v/(l-v) Rara estado plano de tensão 
Pelo fato de f(z) e g(z) serem analíticas em Z,p~ 
dendo ser desenvolvidas em sêries de potências convergentes, na 
vizinhança V da fig. I.2, as equações (I.18a, b) fornecem então 
as ordens das singularidades de tensões. Verifica-se que e da 
ordem de r- 112 (origem dos r em B). A equação (I.18c) mostra 
que os deslocamentos que geram tais singularidades, 
parcelas do tipo r 1/ 2 . 
As equaçoes (1.18 a, b, c) respondem ã 
apresentam 
pergunta 
sobre singularidade, relativa aos dois primeiros modelos de IR-
WIN (fig. I.1 ). Um desenvolvimento mais simplés e menos rigoro 
so pode ser feito para o terceiro modelo, correspondente a deslo 
camento para fora do plano. 
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Supõe-se o ''corte matemitico" feito na seçao trans 
versal de um cilindro infinito sujeito a tensões cisalhantes no 
sentido da geratriz. Tomando o eixo dos x3 paralelo ãs geratri -
zes, somente nao se anulam u3 , 0 13 e 0 23 . Supondo nulas as for-
ças de massa (o que não afeta a generalid~de do problema), as e-
quaçoes de equilibrio são satisfeitas identicamente, a menos da 
seguinte: 
o 1 3 , 1 + 0 23,2 = o (1.19) 
Como: 
º13 = G u3, 1 e º23 = G li3 '2 ( I. 20) 
então: 
U3, 1 l + U3, 22 = o (1.21) 
Desde que u3 (x 1 , x2) real, é harmônica, hi uma 
função complexa f(z) = u3 + iw, onde w também é harmônica e dita 
conjugada de u3. 
A solução de (I.21) pode ser obtida de modo mais 
amplo, no plano complexo, em termos de f(z), que por ser analiti-
ca pode ser desenvolvida em séries de potências com coeficientes 
a determinar. 
Aqui so interessa a ordem de singularidade da par-
te real de f(z), isto ê, u3 - deslocamento para fora do plano. 
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Serã usado um método do tipo semi-inverso, para 
pesquisar a natureza da parcela de f(z), responsável pela descon 
tinuidade do deslocamento u 3 . Seja: 
f (z) = - i A zP = AirP (cospe+ isenp0) (I.22) p 
onde A ê constante real, p racional; e f P, termo do desenvolvi -
mento de f(z). Supõe-se que os demais termos sejam funções ana-
liticas em todo o dominio. Para simular a descontinuidade de 
deslocamento, p não pode ser inteiro. Também não pode ser fra-
cionãrio negativo porque isto leva a deslocamentos infinitos 
quando! for nulo. Por outro lado, para garantir a condição de 
descontinuidade de u3 no "corte", tem que ocorrer a condição: 
(I.23) 
que so ocorre quando p 1 = I· Segue que: 
f(z) = - iAz 112 ( I. 24) 
e em consequência: 
u3 = Re[f(z)] = Ar
1/ 2 sen(0/2) (I.25) 
* Usando (1.20), e as condições de Cauchy-Riemann 
para f(z), tem-se: 
* As condições de Cauchy-Riemann sao atendidas pelas funções ana 
liticas. No caso de f(z) = u3 + iw, são elas: 
e 
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f'(z)=u +iw = 3 , l , l U 3,] - i U3, 2 = 
(I.27) 
Substituindo f ( z) de (I.22) em (I.27), sao obti-
das as tensões: 
ª13 = - [A G r 
~112 sen (0/2 )] /2 ( I. 28) 
ª23 = [A G r 
-1/2 cos(e/2)]/2 (I.29) 
Vê-se pois que,para o modelo de rasgamento, a 
singularidade das tensões e da ordem de r- 112 , e os deslocamen-
tos apresentam-se com um termo da ordem r 112 , como ocorre nos 
dois outros modelos de Irwin (ver Seção I.4). 
No modelo de elementos finitos híbridos, desen -
volvido nos outros capítulos, as funções de interpolação das 
tensões e dos deslocamentos apresentam parcelas com as singula-
ridades obtidas em (I.18 a, b, c), (I.27), (1.28) e (I.29). 
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CAPITULO II 
M(TODO DOS ELEMENTOS FINITOS NA MECÂNICA DA 
FRATURA 
II.l - Considerações Gerais 
As vantagens do Método dos Elementos Finitos (MEF) 
aplicado ã Mecânica da Fratura, decorrem da grande dificuldade no 
tratamento matemãtico de problemas que envolvem distribuições po~ 
co regulares das fissuras. 
O primeiro recurso do MEF explorado, é o refiname~ 
to da malha próximo ãs extremidades das fissuras. Assim, calcul~ 
se a abertura a uma distância regulamentar das extremidades. 
Expressões empiricas dão a relação entre dada abe! 
tura (denominada CRACK OPENING DISPLACEMENT - COO), e os valores 
criticas dos fatores de intensidade de tensões. A precisão dos 
resultados não é boa, mesmo para o caso simples de uma sõ fissura 
no dominio. 
Outro recurso do MEF começa a ser explorado. Tra-
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ta-se da construção de funções de interpolação com parcelas ca 
rac.teristicas do problema mais simples de Mecânica da Fratura. 
Assim, o tipo de comportamento dos deslocamentos e tensões conhe 
cidos para o problema mais simples e "a priori", admitido nos e-
lementos que tem como vértice comum, uma extremidade de fissura. 
BI SKOV [23] desenvolveu um modelo não-conforme 
de deslocamentos usando funções de interpolação a variãvel com-
plexa. Obteve bom resultado sõ para o caso simples de uma fissu 
ra retilinea numa placa em estado plano. 
PIAN [24] solucionou a questão impl ici ta da nao -
compatibilidade entre elementos, usando o modelo hibrido de ten-
sões, por ele mesmo jâ desenvolvido para problemas de cascas. 
ATLURI [25], inspirado em Pian, desenvolveu o modelo hibrido de 
deslocamentos, aplicando-o também com sucesso a Mecânica da Fra-
tura. Mas a idéia de Atluri jâ constitui certa evolução, por fa 
cilitar a prescrição de tensões e deslocamentos nos 
dos elementos. 
contornos 
Neste capitulo discute-se o modelo hibrido de des 
locamentos de uma maneira bem geral (Seção II.2), partindo-se 
dai para a elaboração do modelo plano geral adequado ã resolução 
de problemas da Mecânica da Fratura {Seção II.3). 
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11.2 - Funcional Hibrido - Deslocamentos Relaxados entre Elemen-
tos 
Consta da energia potencial total mais certas Pª! 
celas responsáveis pela relaxação dos deslocamentos no contorno, 
através da introdução de multiplicadores de Lagrange. 
A extremizaçáo desse funcional, como será visto, 
conduz a uma solução que atende ãs equações de equilibrio dentro 
de cada elémento; e garante a continuidade de deslocamentos en-
tre elementos vizinhos, mesmo que tenham sido interpolados inde-
péndentemente no interior e no uontorno de cada elftmento. 
No caso geral, para meios elásticos, o funcional 
do modelo hibrido de deslocamentos e o seguinte: 
+ I tL (V. -r* . , m . , Ui )dr - dr} (11.1) 
(Vale a somaçao nos indices i, j, k, .e= 1, 2, 3; de (11.1), in-
clusive, em diante). 
O somatõrio indica que foi feita uma sub-divisão 
anterior do dominio, sendo o funcional nHD a soma das contribui-
ções de todos os elementos. O m-esimo elemento ocupa a região 
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Vm, limitada pelo controno rm. A parte do contorno do elemento 
onde hã tensões prescritas é r 
ªm 
Em ru são prescritos deslo-
* camentos. rm = 
· m 
são deslocamentos diferenciã-
veis no interior mas nao necessariamente continues na fronteira 
do elemento. v. sao des iocamentos de contorno, continues 
. , em 
* rm. vi = ui em rum+ r por imposição. i\ são tensões prescri-
ºm 
tas no contorno e tL.' multiplicadores de Lagrande. Fi s·áo for-, 




.J. = -2 (u .. + u .. ) l,J J,l (II.2) 
Fazendo a variação de (II.l) com relação as varia 
çoes independentes oui' óvi e otL., tem-se: , 
e depois que 
(II.3): 
ónHD = l {Iv [{(Eijkle:kl0e:ij + Eijkle:ijóe:kl) -
m 
- F'.ou.]dV + f * tl (ov--ou.) dr+ , , r . , , 
m , 
(vi-ui)átLi dr - f r fiávidr} 
ªm 
(Il.3) 
Levando-se em conta, primeiro que Eijkl = 






+ J * õtl (v.-u.)dr-J T1.õv 1.dr} rm i i , r 
ºm 
Levando-se em conta em (11.4) que: 
(II.4) 
e aplicando o teorema da divergência ã primeira parcela da primei 
ra integral do segundo membro, então: 
E. "klck.e.fí.su.) . + (óu.) ~I - r . .su. )dV = 
1J L' 1 ,J J ,U 1 1 
= - fv 
m 
[oij,j +ri] óuidV + Ir Tióuidr 
m 
(II.5) 
onde Ti sao tensões derivadas de deslocamentos, no contorno rm' 
dadas por: 
l 
T . = o .. v . = -2 E 1. J. kl ( u . . + u . . ) v . 1 lJJ l,J J,l J 
(vj - co-senos diretores da normal externa em rm) 
Substituindo (11.5) em (11.4) e rearrumando adequ! 
damente, tem-se: 
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E{-[(aiJ' J" + ri)cíuidV + J *(T.-tl_)óu.ór 
m ' r 1 1 1 
' m 




O principio de extremo ônHD = O, garante que: 
a) sendo os ôui arbitririos em Vm: 
a .. . + Fi = 1 J 'J 
o em Vm (II.7) 
tl . = Ti em r"' m 1 
(II.8) 
b) Sendo os ótL., arbitririo em r 
1 °m 




1 r -,, D ~ r , ogo ou;. a1: 
ªm 
(11.10) 
As relações (II.7), (II.8),(II.9) e (II.10) sao 
pois, condições necessirias para o cumprimento do principio de 
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extremo óTIHD = O, dai derivando as seguintes observações sobre o 
modelo hibrido de deslocamentos: 




=,; E .. k 0 (u .. + u .. ), ,: lJ <- l,J ·J,l equilibradas no interior do elemen -
2) Os multiplicadores de Lagrange tL. se identifi-
cam com as 
- . 1 . 1 
tensoes T. = -2 E .. k 0 (u .. +u . . )v., geradas por u. em 1 lJ<- l,J J,l J 1 
3) Os tL. nao necessitam ser prescritos em qual-, 
quer parte do contorno. 
4) Embora independentemente assumidos, ui e vi co-
incidem em rm desde que, em r + 
um 
r , u. e v. cr m 1 , assumam 
os mesmos valores. Isto equivale a garantir a conformidade do 
modelo, pois ui 
na continuidade 
= v. na fronteira comum de dois elementos implica 
1 
de ui no dominio total discretizado. 
O modelo hibrido de deslocamentos, ê adequado aos 
problemas de fratura porque dã grande liberdade na interpolação: 
dos deslocamentos no interior e contorno; e dos multiplicadores 
de Lagrange no contorno. E possivel pois, a adoção de elementos 
especiais, sõ colocados na vizinhança de extremidades de fissuras, 
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sem qualquer problema de compatibilidade nas fronteiras com os 
demais elementos. 
Os passos para a resolução do problema plano de 
fratura com auxilio do modelo hibr~do de deslocamentos, s~o os 
seguintes: 
1) O dominio ê discretizado em elementos regula-
res e singulares, situando-se cada extremidade de fissura, num 
vértice comum de elementos singulares; 
2) Para os u., v. e tL , nos el ementes regulares, 
1 1 i 
as funções de interpolação são regulares, tais como polinômios. 
Os ui são interpolados no interior de cada elemento. Os vi e 
tL. são interpolados no contorno; 
1 
3) No caso de elementos singulares, as funções de 
interpolação dos ui devem conter parcelas tipo r 112 , caracteris 
tica do problema mais simples da Mecânica da Fratura (ver Seção 
I.5), sendo r a distância ã extremidade da fissura; 
4) Os vi' no contorno de elementos singulares, de 
vem ser interpolados por funções com parcelas tipo s112 , onde s 
e a coordenada do contorno com origem na extremidade da fissura; 
5) Os tL., por serem assimilados a tensões no con 
1 
torno, sao ai interpolados por funções contendo parcelas tipo 
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s- 112 , conforme as conclusões da Seção I.5; 
6) A prescrição de deslocamentos em 
mentas regulares ou singulares, tem que ser feita, 
ui quanto para os vi' com ui= vi obrigatoriamente. 
são prescritos em qualquer ponto. 
r , . para e 1 e 
u -m 
tanto para os 
nao 
II.3 - Modelo HTbrido de Deslocamentos Particularizado para Pro-
blemas Planos de Fratura 
fica: 
em que: 
No caso de problemas planos, o funcional (II.l) 
irHD 
+ f * tl (V, -U, ) d S 
as i 1 1 m 




e - espessura constante da placa plana; 
(II.11) 
Sm- região da superfTcie media,daplaca corres -
pondente ao elemento m; 
as; - contorno de s; sem deslocamentos prescritos· 
* sam - parte de asm onde as tensões são prescritas 
(Vale sempre a somação em i ,j = 1,2) 
As parcelas da forma EijkLEijEkl' para o caso de 
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material elãstico linear isõtropo, podem ser colocadas em forma 
mais simples, levando-se em conta as simetrias de Eijkl' Eij e 
Fica então: 
E ~ ~ =~TE ~ i j kl ~ i j ~ kl ~ ~ 
onde E e o vetor das deformações no plano, dado por: 
Para o estado plano de deformações: 
1 v/(1-v) 
= E ! 1- v) 
E (l+v (l-2v) v/(1-v) 1 
o o 
(No caso de estado plano de tensões basta substitu{r 
v/(l+v) e E por E(l+2v)/(l+v) 2 • 
Fazendo: 







[ V 1 V 2J deslocamentos asm (I1.15b) Y.. = - em 
tT 
-L = [ tLl tL2] - multiplicadores de Lagrange 
em asm (I1.15c) 
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e substituindo em (II.11), tem-se: 
7rHD = r e{f (..!_ e:T E e: - ~T F)dS + 
m=l 2 -sm 
+ 
f as 
(•(T - ~T)!Lds - ( V T I ds} J-
m 
(II.16) 
onde FT = [F1 F 2J - forças de massa (II.17a) 
e 'f T = l'f 1 'f 2J - tensões prescritas em 
som (II.17b) 
Para ~elhor evidenciar os dois tipos de elementos-
. . . 
regular e singular - a serem considerados, o somatório em (11.16) 
serã quebrado em duas partes: uma correspondente a elementos re-
gulares (~de..!_ a tl, e outra correspondente a elementos singula-
res (~ de .2.!..!_ a g_). 
O vetor e:, definido em (11.13), equivale a: 
o 
E = D u = (II.18) 
No caso dos elementos regulares, os deslocamentos 
sao interpolados por: 
u = A a+ ~o ~o (II.19) 
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(II.20) 
E os multiplicadores de Lagrange por: 
{II.21) 
As matrizes A, ~ e f 
. ~ . 
sao constitu1das de termos re 
gulares, funções polinomiais das coordenadas locais do elemento. 
~o corresponde aos deslocamentos de corpo rigido (ver Apêndice). 
No caso dos elementos singulares, os deslocamentos 
sao interpolados por: 
u = U ex+ ~o ~o (II.22) 
(II.23) 
(II.24) 
A matriz U envolve alguns termos do tipo r 112. A ma-
triz V envolve alguns do tipo s112. fR ê constituída de termos re-
gulares. E fs envolve termos do tipo s-l/Z. ~o corresponde aos 
deslocamentos de corpo rigido (ver Apêndice). 
Os vetores a e ex sao constituidos de parâmetros li-- -
vres, sem significado fisico definido. ~N representa deslocamentos 
nodais no contorno do elemento. !N são valores nodais dos multi -
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plicadores de Lagrange, no contorno. -E y e dado por: 
-S 
Ys = 
onde K1 e K11 sao os fatores de intensidade de tensões dos mode-
los de abertura e deslizamento, respectivamente (ver Seção I.4). 
Introduzindo as relações (II.15a,b) ati (II.24) 





~l = f s (Q ~)T E D A dS - - -m 




G - J UT fR ds -R - as 
m 
G - J uT Ç
5 
ds -s - as 
m 
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H = Ias 
BT e ds ~R = Ias 
yT ~R ds 
m m 
H = Ias 
VT ~s ds -s 
m 
!1 = Is 
BT F dS !2 = I V T F dS s -m m 
~1 = Isa 
BT T ds e ~2 = Isa 
VT T ds -
m m 
Tendo em conta que~ é restrito somente ao inte-
rior de cada elemento do mesmo modo, que os~; então podem ser 
explicitados via extremização do funcional (II.25), resultando 
em: 
~1 ~ - f 1 - Q ~N = Q 
(II.26) 
para cada elemento regular (m = l até ..e_). E: 
~ a (II.27) 
para cada elemento singular (m = .E..!.l até .9.). 
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Substituindo a e a em (II.25): 
r e{- }[d1 T T J 11 HD = + !N( 2E1 + g !N) + m=l 
+ ~~{~ !N - 21)} + r e{- 1 [d2 + 2 m=p+l 
T 





f1 = ~1 -1 
GT -1 
f1 E1 = ~1 
GT -1 
f2 E3 = ~2 -s 
º G 
-1 GT = ~l 
QRs GT 
-1 
§s = ~2 -R 
Somando as contribuições de todos os elementos,em 
nivel de sistema global {II.28) fica: 
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l *T [ * *T * * * * 1THD = e{- 2 EN 2e1 + g !N + 2e2 + ÇR !N + 
* r:J *Tú * * * * * * * + ÇRs + ~N ~N !N - ~l + ~R EN+ ~s !'.s 
- 9 *J l *T [ * *T * x:J l * * - 2 Xs 2e3 + gRs + gss - 2(d1+d2)} -2 
(11.28) 
onde-(*)- refere-se a sistema global. 
Adicionando a 1THD' 
devida aos deslocamento5 rfgidos, 
em (II.28), a contribuiçio 1THD 
. o 
obtida no Apêndice A; e apli-
cando o princfpio de extremo expresso por: 
tem-se afinal o sistema de equaçoes lineares: 
2H*T v* - q*T t* 
s -N -R s -N 
ou melhor: 
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* * * * * * Q 2(~ +~R) 2~s YN 2(111+112) 
* * T * * T * * * * 
2(~ +~R) -(Ç +ÇR) -ÇRs !N = e1+e2 (Il.29) 
2H*T *T * * * 
-s -gRs -gss rs e3 
A resoluçio de (II.29) fornece os valotes nodais 
* - * de deslocamento (yN)' tensoes (~N)' e fatores de intensidade de 
tensões (y;) correspondentes ãs fissuras colocadas no dominio. 
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CAPÍTULO III 
MODELOS DE ELEMENTOS FINITOS PROPOSTOS 
Serã feita a particularização do desenvolvimento 
do capitulo anterior, para dois tipos de elementos - regular e 
singular - de forma retangular com três nós por lado (fig. III. 
1). Uma questão, referente ãs componentes de deslocamento rigi 
do dos ui' serã discutida. em Apêndice. 
III.l - Elemento Regular 
Os deslocamentos no interior do elemento sao in-
terpolados por meio de polinómios completai em x1 e x2: 
(III.l) 
onde as partes entre parê~teses correspondem a componentes Tlgi-
das de rotação e tran~lação, que não serio consideradas por con 
veniência, para efeito de organ-ização das matrizes. Esse probl~ 
ma e discutido no Apêndice. 
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Em forma matricial (III.l) fica: 
u = A a + ~o ~o (III.2) 
onde: 
~l 




o o o x2 x2 xlx2 1 2 
e 
[~:, 1 :] ~o = o 
SÕ a matriz A sera considerada inicialmente. 
Os deslocamentos no contorno sao interpolados~ em 
cada lado do elemento, com o auxilio das seguintes funções qua -
drãticas: 
,p 1 (s, L) = 2([)
2 
- 3([) + 1 
,p 2(s, L) = -4([)
2 + 4([) (III.3) 




Lado ABC (origem dos sem A): 
vl 1/1 1(s,a) o 1/1 2(s,a) o 1/1 3(s ,a) o 
= 
v2 o 1/1 1(s,a) o 1/1 2(s,a) o 
onde y_N sao os des 1 ocamen tos nodais em ABC, is to ê: 
~~ = GNl VN2 VN3 VN4 VN5 VN6] 
Lado CEH (origem dos s em C): 
vl o 1/1 1(s,b) o 1/1 2(s,b) o 
= 
v2 -1j1 1(s,b) o -1/1 2(s,b) o -1j1 3 (s ,b) 
onde Y.N sao os deslocamentos nodais em CEH, isto ê: 
y_~ = jVNS VN6 VN9 VNl O VNl 5 VNl J 









vl -iJ, 1 (s,a) o -iJ, 2(s,a) o -iJ,3(s,a) o 
= {yN} 
v2 o -iJ, 1(s,a) o -iJ, 2(s,a) o -iJ,3(s,a) 
(III.6) 





onde VT -N = 
(origem dos s em F) : 
o -iJ, 1(s,b) o -iJ, 2(s,b) o -iJ,3(s,b) 
{ yN} 
iJ, 1(s,b) o iJ, 2(s,b) o iJ, 3(s,b) o 
(III.7) 
~Nl 1 VN12 VN7 VN8 VNl VN2] 
Os multiplicadores de Lagrange tL. sao interpola-, 
dos também com auxilio das funções (Ill.3), em termos dos valo -
res nodais !N· Tanto quanto os YN• os !N seguem a mesma conven 
çao da fig. 111.lb. Portanto suas interpolações nos lados, 




R S'í D 51 R 
~ B e. - C.1 ~8.1 t15SVRA A B2 C.2 
R s, Dt 52 R 
-
F1 X1 
a-DISTRIBUIÇÃO DE ELEMENTOS REGULARES E 
SINGULARES 
X, X :>G •• • 
12 f J', t~ __!I Gt_n r G H r H 1~ r t:i G H 
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Fig. III. 1 - Elementos Propostos 
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III.2 - Elemento Singular 
Os deslocamentos no interior do elemento sao inter 
polados por: 
(III.8) 
Em forma matricial: 
u = u a+ ~o ~o (III.9) 
onde 
[:l x2 XlX2 xl rr o o o o ;J u 2 = o o o o x2 xz xlx2 x2 1 2 
e 
. l' 1 o ~o -xl o 1 
SÕ a matriz~ serã considerada inicialmente em (III.9), isto ê, 
as parcelas referentes á rotação e translação de corpo rigido se 
rão excluidas. Isso facilita .o encaminhamento da solução do 
sistema de equações obtido via extremiiação do funcional. Para 
a consideração de ~O' ver Apêndice. 
Os deslocamentos vi, nos dois lados do contorno 
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que se cruzam na extremidade da fissura, sao interpolados com au 
xilio das seguintes funções: 
n1(s,L) = 12 (rl - (1 + 12")/1 + 1 
n2(s,L) = -2 ( 1 + 12") (rl + 2 (1 + 12i/1 (III.10) 
n3(s,L) = (12 + 2)(f) - (1 + 12i/1 
onde L e o comprimento do lado no qual a interpolação estã sendo 
feita, e o ~ s ~ L. 
Tem-se então, para os dois lados que se cruzam na 
extremidade da fissura (virtice A na fig. III.ld): 
Lado ABC (origem dos s em A): 
vl n1(s,a) o n2(s,a) o n3(s ,a) o 
= {y_N} (III.12) 
v2 o n1(s,a) o n2(s,a) o n3(s,a) 
onde Y.N sao os deslocamentos nodais e seguem a convençao de dire-
çoes da fig. III. lb, sendo: 
V T = 
-N GN1 VN2 VN3 VN4 VN5 VN6] 
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Lado FDA (origem dos sem A): 
o o o -n 1(s,b) 
= 
o o n1(s,b) o 
(III.13) 
Nos lados CEH e HDF, as interpolações dos vi sao 
as mesmas do elemento regular, isto e, (III.5) e (III.6), respec 
tivamente. Segundo ATLURI (25) isto conduz a melhores resulta-
dos porque, se tais lados fossem encarados do ponto de vista do 
elemento singular, teriam que ser interpolados segundo funções 
envolvendo e, o que aqui não se faz. 
As interpolações para os multiplicadores de La-
grange tL.' nos lados ABC e FDA (Fig. III.ld), são feitas por 
1 
meio de funções com uma parcela polinomial e outra singular. A 
parcela polinomial aqui adotada é quadrãtica, usando-se para is-
so as funções (III.3). Somente essa parcela afeta os valores no 
dais ~N· A parcela singular, por sua vez, contêm termos do tipo 
-1 / 2 s , e afeta os fatores de intensidade de tensões K1 e K11 . 
Assim, para os dois lados que se cruzam na extre-
midade da fissura, tem-se: 
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o o o 
= 
o o o 
+ [fs]{::i:s} (III.13) 




-N = [tNl tN2 tNJ tN4 tNS tN6] 
T [Kr Kr r] e Ys = 
Lado FDA (origem dos sem A) : 
tl o -iJ,3 (s,b) o -1Ji2(s ,b) o -iJ, 1(s,b) l 
= { ~N} + 
tl iJ, 3(s,b) o iJ, 2(s,b) o iJ, 1(s,b) o 2 
+ [fs] {ys} (III.14) 
onde tT -N = [tNl tN2 tN7 tN8 tN 11 tNl 2] 
e T :r s = [Kr Kr r] 
As interpolações dos tl., nos la dos CEH e HGF sao 
1 
feitas como se pertencessem a elemento regular. Para isso sao 
usadas as funções quadrãticas (III.3). A analogia com (III.5) e 
(III.6), respectivamente, é completa. 
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111.3 - Matrizes Auxiliares 
A. No interior dos Elementos 
A.l - Elemento regular: 
Matriz ~l (Simêtrica): 
[K1(I,J)]gxa = fs (D A)T ~ ~ ~ dS 
m 
Para A da eq. (111.2), e E dado na eq. (11.14). 
Componentes não nulos 




(1,3) = a2b2;2 
K
1
(1,4) = a2b2 
K1 (1,6) = e a
2b 2 3 
K1 (1,7) = 2C 3 a
3 b/3 
K1 (1,8) - 2 C.3 a 
2 b 
K1 (2,2) = c2 ab
3 /3 
K1 (2,3) = c2 a
2b 2 /8 
K1(2,5) = C2a 2b 2 /4 
K1 (2,7) = c2 ab
3 /6 
K1 (3,3) = ab 
3 
/ 3 + c2 a
3 b/6 









(3,6) = 2c 3 ab
3 /3 
K1 (3,7) = (C 3 + c 2 /4}a
2 b 2 /4 
K1 (3,8) = e a
2 b 2 /2 3 
K1 (4,4) = ab 
K1 (4,6) = e ab
2 
3 
K1 (4,7) = c 3 a
2 b/2 
K1 (4,8) = c 3ab 
K1 (5,5) = c 2 a
3 b/3 
K1 (5,7) = e a
2 b 2 /8 2 
K1 (6,6) = 4ab
3 /3 
K1 (6,7) = a
2 b 2 /2 
K1 (6 ,8) = ab
2 
K1 (7,7) = a 
3 b /3 + c 2 ab
3 /12 
K1 (,78) = a
2 b /2 
K1 (8,8) = ab 
A.2 - Elemento singular: 
Matriz ~2 (simitrica)~ 
Para U da eq. (III.9) e E dado na eq. (II.14). 
Componentes não nulos: 
para M, N = 1 a 4 
48 
K2(M, N) = K1(M-l, N-1) para M,N = 6 a 9 
K2 ( l , 5 ) = I l 
K2(1, 10) = c3I5 
K2(2,5) = C2I 2/4 
K2(3,5) = 16;2 + c2I 5/8 
K2(3/l0) = c3I2/2 + c2I 1/8 
K2 (4,5) = I 3/2 
K2(4,10) = C3I 4/2 
K2(S,5) = 16;4 + c2I 7/l6 
K2(5,6) = K2(2,10) = c2I 5/4 
K2(5,7) = C3I6 
K2(5,8) = c3I 1/2 + c2I2/8 
K2 ( 5 , 9 ) = c3I 3/2 
K2(5,10) = (C 3/4 + C2/16) 18 
K2 ( 6 , 1 O ) = c2I 1/4 
K2 ( 7 , 1 O ) = I2 
K2 ( 8, 1 O) = 15;2 + c216;a 
K2 ( 9 , l O ) = I 4/2 
K2 (10,10) = c2Ig/16 + I 7;4 
As expressoes dos K1(I,J) e K2(I,J) acima, valem 
para o estado plano de deformações, sendo: 
_ 2 ª5/2 r, - '5" 
2 5/2 
I2 ='5"a 
2 3/2 r3 ='!a 
_ 2 ª3/2 






c1 = E(l-v)/2(l+v)(l-2v) 
c2 = (l-2v)/2(1-v) 
c3 = v/(1-v) 
Para o estado plano de tensões basta substituir: 
v por v / ( l +v) e E por E(l+2v)/(l+v) 2 
Ainda nas expressoes acima: 
(cos~)- 112 d~+% b512 J
rr/2 
lf 1 
/ Jrr/2 sen 2 (p ( cos(f>)- 5/ 2 dlf + } b5 2 \.f 
1 
(senip)-l/ 2 d~ 
-3/2 cos (f (sentp) dV 
ln( ln)-3/2 dtO + i b3/2 senT cos T T ., 
-- _ 2 ª5 /2 I5 I5-'5" J
~l -3/2 2 5/2 Jrr/2 -3/2 sen~(cos~) dlf + '5" b (sen~) cos~d' 
o f, 
I7 = a [sen 'Pi + lntg(\p1 /2 + il] + b cos Lf 1 
Ia = a(l - coslp 1) + b(l - sen \() 1) 
Ig = ~ sen l.p1 - b(cos l.p 1 + lntg(lf 1/2)] 
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lp1 = arctg (b/a) 
a,b - lados do retingulo nas direções x1 e x2 ,re! 
pectivamente. 
8. - Nos Contornos dos Elementos 
8.1 - Elemento regular: 
Matriz 8 (2 x 16): 
r obtida somando-se adequadamente as contribuições 
dos 4 lados do elemento, dadas nas expressões dos vi' em (III.4), 
(III.5), (III.6) e (III.7). 8 e usada para interpolar os desloc! 
mentos vi, os multiplicadores de Lagrande 
menta regular; e a parte regular dos tL. , 
singular. Assim: 
8 = C = ~R 
Componentes não nulos: 
8(1,1) = 8(2,2) = I/J 1 (x 1 ,a) 
8(1,2) = 8(2,1) = - 1/!3(- X2 
8(1,3) = 8(2,4) = 1/!2 ( X 1 ' a) 
8(1,5) = 8(2 ,6) = l/!3(x,, a) 
8(1,6) = - 8(2,5) = I/J1(X2,b) 
tL.' no contor~o do el! , 
no contorno do elemento 
+ b ,b) 
8(1,8) = - 8(2,7) = -1/!2 ( - X2 + b,b) 
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B{l,10) = - 8(2,9} = l/J2(X2,b) 
B{l,11) = 8(2,12) = - l/J3(-x1 + a , a) 
B{l,12) = - B (.2 , 11 } = -1),,{-x2 + b,b) 
B(l,13) = 8{2,14) = - l/J2(-x1 + a,a} 
B(l,15) = 8(2,16) = - l/J1(-x, + a,a) 
B(l,16) = 8(2,15) = l/J3(X2, b ) 
B.2 - Elemento singular 
Matriz V (2 x 16) 
[ obtida somando-se adequadamente as contribuições 
dos 4 lados do elemento singular da fig. 111.ld. As contribui-
ções dos lados ABC e FDA, suposta a extremidade da fissura em A, 
ê obtida a partir das eq. {III.11) e {III.12) respectivamente. Os 
lados CEH e HGF, por não conterem o ponto A, são tratados 
pertencentes a elemento regular, sendo suas contribuições 
como 
dadas 
respectivamente por (111.5) e {111.6). Vê usada para interpolar 
os deslocamentos vi' no controno do elemento singular. 
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Componentes não nulos: 
V(l,l} = V(2,2) = n 1 (x 1 ,a) 
V( 1 ,2) = V(2 1 1) = -n3(X2,b} 
V( 1 ,3) = V(2,4) = n 2 (x 1 ,a) 
V(l,5) = V(2,6) = n 3 (x 1 ,a} 
V(l,6) = - V(2,5) = ,p 1 (x 2 ,b} 
V( 1,8) = - V(2;7} = -n2(X2,b) 
V(l,10) = - V(2,9) = ,P2(X2,b) 
V(l,11) = V(2,12) = -,P3(-x, + a , a) 
V(l,12) = - V(2,ll} = -n 1 (x 2 ,b} 
V(l,13) = V(2,14) = -,p2(-x, + a,a} 
V(l,15) = V(2,16) = -,p, (-x, + a,a} 
V(l,16) = - V(2,15) = ,P3(X2,b} 
As funções ,pn(s,L} e nn(s,L), com n = 1 a 3, que 
aparecem acima, são definidas em (III.3} e (III.10) respectivamen 
te. 
Matrizes C -s 
Particularizando-se as expressoes (II.5) e (II.6) 
da seçao (II.4), vem: 
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1. Para o Modelo de Abertura: 
e cr 11 cr 2 2 cr 1 2 
o K1/(2rrr)
1/ 2 K1/(2rrr)
1/ 2 o 
1T / 2 1 K1/(11r)l/2 
3 K1/(11r)l/2 1 K1/(11r) 1/2 4 4 4 
1T o o o 
- 1T o o o 
- 1T / 2 i K1/ (rrr) 1/2 3 Kr/(rrr)l/2 1 Kr/(rrr)l/2 4 - 4 
Quadro 111.1 
2. Para o Modelo de Deslizamento 
e cr 11 ª22 cr 1 2 
o o o Krr/(2rrr) 1/2 
1T / 2 3 1/2 1 1/2 1 1 / 2 - 4 Kn/(rrr) - 4 KII/(irr) 4 Krr/ (irr) 
1T -12 KII/(rrr)l/2 o· o 
- 1T / 2 3 K II/ ( rrr ) 1 / 2 1 1 / 2 t KII/(irr)l/2 4 4 JII/(rrr) 
- 1T 12 KII/(rrr) 1/ 2 o o 
Quadro III .2 
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Com base nos quadros (III.l} e (III.2}, podem-se 
compor as matrizes f
5 
para todos os lados que se cruzam na ex -
tremidade de uma fissura (vértice A na fig. III.la). A ideia 
estã fundada no fato de que os tL. sao identificados com tensces 
1 
no contorno do elemento. 
Assim, obtem-se as tensões-normal e tangencial-
nos lados partindo de A. Estas tensões são obtidas em termos 
dos fatores de intensidade de tensões KI e KII' a partir de com 
posições feitas com o auxílio dos quadros III.l e III.2. 
Como exemplo, seja o lado AB 1c1 na fig. III.la. 
A ele corresponde e= O, e o raio r se confunde com a coordena-
das do contorno. A tensão tangencial é dada pela adição dos 
dos dois modelos. E a tensão normal é dada pela adição 
dos a 22 dos dois modelos. Assim: 
e (III.15) 
onde r1, T2 sao os valores das tensões no lado AB 1c1. 
Desde que os tL.' via extremização do funcional 
1 
híbrido de deslocamentos, são assimilados aos Ti (eq. II.8), en 
tão é conveniente incluir parcelas tipo (III.15) nas funções de 
interpolação dos tL,' 
1 
A matriz C responde justamente pelas -s 
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parcelas singulares da interpolação dos tL.' isto e, aquelas que 
1 
afetam K1 e K11 . Assim: 
Para o lado AB 1c1 (0 = O): 
O (2ns)-l/ 2 
~s = (III.16) 
(2ns)-l/ 2 O 
Analogamente, fazendo uso dos quadros (III.l) e (III.2), tem-se: 
Lado ADF (0 = n/2): 
Lado ABC 
e = -s 
(0 = 
e -s = 




= - n): 
~ 
(III.17) 
:J (face da fissura) (III.18) 
: (face da fissura) (III.19) 
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Lado AD 1F1 (0 = - TT/2): 
onde: 
(III.20) 
- i ( s)-1/2 i ( s)-1/2 
Com o auxilio das matrizes obtidas acima, obtem-se: 
H I BTCds 
= as 
m 
H - I vT ~sds -s - as 
G I AT e ds 
= as 
m 
f1 = Is BT F dS m 
~l = Iscr 
BT 'f ds 
m 
m 
f2 = Is m 
e ~2 = f scr 
VT f dS 
VT 'f ds 
m 
III.21) 
A e dada na eq. (III.2} e U na eq. (III.9). f (eq. 
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II.17a) e f(eq. II.17b) expressam as distribuições das forças de 
massa em Sm' e as distribuições de tensões prescritas em som' 
respectivamente. 
Finalmente, obtem-se as matrizes necessárias para 
a montagem do sistema (II.29): 
-1 T g = G ~l G 
9ss 
e mais ~l e ~2 , dadas por (III.21). 
Observações: 
1) As matrizes f
5 
que aparecem em (III.16) ate 
(III.20), tem que ser associadas adequadamente para cada um dos 
quatro elementos singulares que cercam a extremidade da fissura 
(ver fig. III.la). Apôs a associação e que são geradas as matri 
zes ~s e §
5
, de cada elemento singular. 
2) Os deslocamentos nodais yN e valores nodais !N 
dos multiplicadores de Lagrange, estão em ordem consecutiva {de 
1 a 16) para efeito de arrumaçao das matrizes, e conforme a con-
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vençao da fig. III.lb; 
3) Os fatores de intensidade de tensões estão na 
ordem K1 , K11 , para cada extremidade de fissura no dominio. 
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APtNDICE 
CONSIDERAÇÃO DOS DESLOCAMENTOS DE CORPO RIGIDO 
NO INTERIOR DOS ELEMENTOS 
Nas eq. (II.19) e (II.22) aparecem as parcelas 
A a e U a , respectivamente, correspondentes aos deslocamentos 
-o-o -o-o 
de corpo rfgido. Foram postas em separado a fim de possibilitar 
as inversões das matrizes ~l e ~2 em (II.26) e (II.27). 
Procura-se obter aqui, as contribuições de ~o~o e 
~o~o que deverão ser adicionadas a nHD em (II.28). 
Sejam: 
(nos elementos regulares) (A. 1 ) 
e 
(nos elementos singulares), (A.2) 
parcelas correspondentes aos deslocamentos rfgidos nas interpol~ 
ções dos ui. 
dentemente a 
Levando (A.1) e (A.2) ao funcional (II .16), evi -
1 parcela 2 e E e se anula, porque os deslocamentos 
rfgidos não contribuem para as deformações. Consequentemente, a 
forma de (IIa25), quando são considerados exclusivamente os uoi' 
e a seguinte: 
sendo: 
= I e{-11 HD o m=l 
+ r 
m=p+l 
+ (VT H 
-n -s 
§o = Ias 







T + (~N -o 
f 2 + (VT -N ~R 
ds §R 
o 
= UT §5 Ias . o -o m 
H - T ~o §o)~N VT l! 1 } + - -N 
T 




fR ds -O 
m 
fs ds 
mantidas as demais matrizes com o mesmo significado que possuem 
na eq. (II.25). 
Pelo fato de que ~o e restrito ao interior do ele 
menta regular do mesmo modo que ~o e restrito ao interior do ele 
menta singular; as eq. (II.26) e (II.27) ficam, respectivamen-
te: 









Apõs somar as contribuições de todos os elementos, 




ê a contribuição dos deslocamentos rrgidos ~oi, a ser soma 
da com rrHD na eq. (II.28). 
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